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Un estudio tedrico de programacion
no lineal aplicado al emplazamiento
6ptimo de puentes

Por el Lic. en Matemitica Jorge Luis Romeu™

RESUMEN. EIl presentc trabajo .trata el problema del em-
plazamiento 6ptimo de puentes con un enfoque de progra-
macién no-ineal, trasladando ¢l problema del terreno de la
ingenierfa al de la optimizacion de una funcioén lineal sujeta
a un conjunto de restricciones no lineales. Se hace el desa-
rroflo de un modelo tedrico y luego sc lleva al campo prac-
tico ilustrandolo con vavies cjemplos.

J. INTRODUCCION

El problema del cmplazamiento de puentes trata, me-
diante distintos métodos de calculo, la obtencién de las abs-
cisas que permitan situar un puente de longitud minima y
que cumpla las condiciones hidraulicas (de drea minima re-
querida) impuestas por el problema.

Uno de estos métodos ha sido automatizado en nuestro
Departamento de Computacién, en el programa ANA para
emplazamiento de pucntes y la determinacion de su longitud
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minima. Con tal método se logra para los efectos practicos,
mediante un esquema de cédlculo que lleva muy rapidamente
a la solucién (2 6 3 minutos), un emplazamiento 6ptimo del
puente solicitado.

Se nos plantea entonces ensayar los métodos matemati-
cos para deducir teéricamente las abscisas del emplazamien-
to 6ptimo del puente y compararlas con las del emplaza-
miento practico obtenido con el programa ANA. De este
modo se puede analizar hasta qué grado es 6ptima la solu-
cién practica ofrecida por el programa ANA, y se logra a la
vez un nuevo enfoque de un problema viejo y un camino
distinto —aunque sin pretensiones de ser mas sencillo ni
mejor que los otros— para llegar a un resultado positivo,
por lo que pensamos que el presente trabajo serd de interés
para los que se ocupan de estas cuestiones.

1.1. Conceptos fundamentales

En el tratamiento del problema que incluye la deduccion
de un modelo préctico utilizaremos, ademas de los concep-
tos de rigor en ingenieria, algunos conceptos de la teoria
de la programacién no lineal y del andilisis matematico en
general. = - R

La programacién no-lineal es un caso de la lineal. Esta
dltima trata de optimizar una funcién matematica lineal lla-
mada funcion objetivo, sujeta a una serie de restricciones
que también deben ser lineales. Estas funciones restriccio-
nes determinan un subconjunto de soluciones admisibles
dentro del cual se encuentran las soluciones dptimas.

Decimos soluciones en plural-porque no siempre la solu-
cion Optima es tnica. Mas de una solucién, evaluadas en la
funcién objetivo, puéde dar el mismo valor éptimo " (méaxi-
mo o minimo). Lo que garantiza la tcorfa ¢s que no existe
otra solucién mejor que las soluciones 6ptimas, vale decir
que, evaluada en la funcién objetivo, obtenga un valor me-
nor (en caso de buscar un minimo) o mayor {en caso de un
méximo) que el obtenido con las soluciones 6ptimas.

En la programacién no-lineal, bien la funcién objetivo,
bien las funciones restricciones, no son lineales, Esto com-
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plica el problema grandemente, ya que los teoremas que nos
permiten determinar el conjunto de soluciones éptimas no
pueden determinarse de la misma manera.

El caso que nos ocupa es de programacién no-lineal.
Hemos convertido el problema de emplazamiento del puente
en un problema que consiste en optimizar una funcién lineal
sujeta a una serie de restricciones no lineales.

2. FUNDAMENTO TEORICO

Partiendo del caso mds sencillo: emplazamiento de un
puente sin socavacién, sobre un rio de cauce central unico
con declives regulares en las zonas de inundacién izquierda
y derecha (figura 1).
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2.1. Nomenclatura

Utilizaremos las siguientes definiciones y nomenclatura:
R conjunto de los numeros reales

L: extremo izquierdo del cauce al nivel maximo de agua
L» extremo derccho del cauce al nivel méximo de agua
I, abscisa izquierda del cauce central

F, abscisa derecha del cauce central

K constante de la condicién hidraulica del puente (drea
necesaria)

< Iy} emplazamientos posibles

do

Xs =[x ¢ R+ F:< x < L} emplazamientos posibles
para ¢i derecho

X :{XER N R
del estribo izquicr

F (x) funcion tedrica de la integral de drea,
X E [];1, L:g]

P (x5, %), x1 € X1, x2 €& X funcion tedrica que evalta
¢l area bajo el puente entrce cualesquicra dos estribos

G (v, x2), x €& X1, x2 ¢ X2 fuscion tedrica que relacio-
na el area entre estribos con In condicidn hidrautica
del problema

P, (x); P, (x1, x5); Ga(x1,x2) funciones cmpiricas que
aproximan respectivamente las anteriores

G={(x,x) € R% % € Xi, X2 € X2 G (x1, x2) > 0}
G=l(x, ) ERE x1 € X1, 2 C X210 G (x1, x2) = 0}

M (X) = x» — x; funcién objetivo (funcién a optimizar)
min M (X) el problema de optimizacion.
" (x,x2) €G

2.2. Planteo

Observemos en la figura 1 el grafico de suma de area vs
abscisa. Se tiene una sucesién de puntos abtenidos de los
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datos topograficos del terreno. Si se calculara de la misma
forma la suma de darca para x & [Ly, Lz], obtendriamos una
funcién F (x), continua, derivable y estrictamente creciente
en [Li, Le]. Esta Tuncion teorica, F (x), dard la integral de
area para tedo el punto del cauce en cuestidn,

En todo par de puntos v & X1, x: € X podemos evaluar
el area bajo el puente si se sittan los estribos en estas abs-
cisas; definimos:

P (x:, x2) = F (x2) — F (xv)
a la funcidén gue la calcula v que serd también continua,

derivable vy positiva.

Definimos una funcién para relacionar los posibles estri-
bos del puente con la condicion hidraulica que éste debe
cumplir:

G (1, x2) = P (%1, %0) — K = F (xg) — F (x1) — K;

X1 C Xi, 2 & X:

Entonces:
=0 sisituando el puente sobye esos estri-
bos al menos se cumple la condicién
G x1, x2) hidraulica del problema (&rca ncce-

saria)

forirares e

<0 en caso contrario
Hagamos: x = L
Entonces existe al menos x 2 Xz tal que:
(x, ) 2 G «— G(a,x) >0 (1

Y el menor x & X» que curople (1), denotémoslo x = x»
cumple que:
Gxi,x) =0 « (x5, x) € G

Fisicamente x2 € Xz e5 la menor abscisa que nos da el
estribo derecho para obtener el puente de longitud minima v
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que cumpla la condicién-hidraulica, fijado el estribo izquier-
do en la abscisa x1 € X1.

Hagamos asi con todo x1 € X hasta encontrar un x:° < F1
tal que ya no se cumple la condicién hidr4ulica del puente,
o sea:

G (x1°. L::) <0

lo cual vale decir que el area bajo el puente emplazado entre
x.° y cualquier punto de la zona de inundacién derecha, hasta
L., sera menor que el drea necesaria impuesta por las con-
diciones hidraulicas del problema.

Entonces, aplicando el teorema de la Funcién Implicita a
la funcién:

G (xll x-‘-!) =0

obtenemos una expresién que nos permite hallar la abscisa
derecha en funcién de la izquierda, en el punto critico donde
se cumple exactamente la condicién hidriulica establecida
por el problema. Denotémosla:

KXo = D (X1)

Esta funcién es también continua, derivable y estricta-
mente creciente, v los puntos (x1,x2) € R, 1 € X1, x2 € Xo
que la satisfacen pertenecen al conjunto G.

Con estas funciones trasladamos el problema del empla-
zamiento 6éptimo del puente de la siguiente manera.

Planteamiento de ingenieria.

Se desea construir un puente de longitud minima entre
sus estribos que, sin violar el cauce central del rio, cumpla
la condicién hidraulica impuesta por el problema.

Replanteo matematico:
Se desea minimizar una funcion:
M (X) = x2 — X1
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sujeta a restricciones:

I-A) x1 2 Iy
N meXi & {1-13) X < Fy
2-A) x2=2F:
2) meXe = {Z—B) x2 < Lo

3) (x1,x2) €G < G (x1,%x2) 20 & x2 2 D (x1)

O lo que es equivalente, calcular:

min M (X)
(X1, X2) E —é
ABSCiSA DE (X%)
3 S
r’ i~A i -B .
-2 > Y2la
™~
3
p 278
f2
[ [ [
-ABSCISA 1ZQ. IX)
FIGURA 2

2.3. Resolucién

La funcién M (X) a optimizar (funcién objetivo) es, geo-
métricamente, una recta de pendiente uno que se desplaza
libremente sobre el plano real, cuyo eje horizontal representa
la abscisa izquierda y cuyo eje vertical representa la abscisa
derecha de los estribos del puente, respectivamente. Si no
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existiera la restriccion hidrdulica (3ra.) para el emplazamien-
to del puente, dicho dptimo estaria situado en el punto
(F1, F2) del plano real, o sea, el vértice inferior derecho del
rectangulo que determinan las restricciones 1-4, 1-B, 2-A,
2-B del prcblema. Esta area encierra todas las soluciones
admisibles y su punto de tangencia con la recta M (X) de-
termina el emplazamiento dptimo del puente.

Pero al existir ademas la restriccién tercera, el drca del
subconjunto de soluciones admisibles se reduce a la som-
breada en la figura 2. Entonces, las abscisas del emplaza-
miento éptimo ccrresponden a las coordenadas del punto de
tangencia de la recta M (X) con la funcién:

(2) Xo =— D (.\‘1)

Y como la primera derivada de una funcion, evaluada en
un punto nos da la pendiente de la tangente a dicha funcién
en el punto, y es evidente que la recta M (X) tiene pendiente
uno, tenemos:

D)=1 < D(xu)—1=0

Entonces, resolviendo esta ecuacion obienemos el valor
de x:° o abscisa del estribo izquierdo del puente, v sustitu-
yvendo este valor en la ecuacién (2) obtenemos x:" o abscisa
del estribo derecho.

Hemos encontrado asi el emplazamiento optimo del
puente. No existe otro emplazamiento mejor que el dado por
el punto de tangencia (x:° x:°) que determina las abscisas
de los estribos del puente de longitud minima, v esta lon-
gitud es, precisamente;:

M(X) = x" — x%

3. DESARROLLO PRACTICO

En el epigrafe anterior hemos deducido teéricamente un
modelo matemadtico que representa el problema del emplaza-
miento de puecntes.
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Ahora bien, cuando las dificultades para hallar una expre-
sién matemdtica de una ley o un modeclo son muy grandes
o insuperables, como en el caso presente, es perfectamente
valido recurrir a métodos empiricos para aproximar dichas
funciones tedricas, siempre que el ajuste logrado con las
funciones empivicas sea suficientemente bueno.

Es a este método al que recurriremos en lo que sigue,
aproximando funciones polinomiales a los datos del proble-
ma original mediante los minimos cuadrados. Estas funcio-
nes sustituirdn a las desconocidas deducidas en el epigrafe
anterior, pero manteniendo en todo momento las mismas
caracteristicas y propiedades de aquéllas.

3.1. Funciones empiricas

Dada la dificultad que existe para oblener iedricamente
la expresién F (x), que escapa a los limites y el fin de este
trabajo, serd ajustada por el método de los minimos cuadra-
dos a un polinomio de grado n, con n impar:

Po(x) = @ a® b Gpaa™ 4 L ax  %

que tiene las mismas propiedades de ser continuo, deriva-
ble vy estrictamente creciente en (Li, L2) que la funcion teé-
rica F (x).

El polinomio P (x) para n=9 ¢s suficiente en la préac-
tica, y se obtiene ajustando los “p” pares de punto de suma
de Area en cada abscisa del cauce, tomada en el terrene,
que es un dato conocido del problema.

Entonces, el drea entre cualquier par de abscisas x1 € Xi,
x2 € X2 se puede estimar con:

Pn, (,T1, xQ) - Pﬂ(xﬂ) - Pn (xl)
= ay (2" — ") F o (¥ — ") L @ (x2 — x1)

que es la funcién empirica que sustituye en el modelo a la
funcién tedrica P (x1, x2). -
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Igualmente, la funcién teérica G (%1, x2), que relaciona los
posibles estribos del puente con la condicién hidraulica del
mismo, es sustituida por la funcién polinomial empirica:

xn e X
-G (x1, x2) = Py (%1, x2) — K = P, (x2) — Po(x1) — K;
X2 € X»

que al igual que en el desarrollo teérico cumple que si:
= 0 el puente situado sobre esos estribos

cumple al menos la condicién hidrau-
G (x1, %2) lica del problema.

< 0 el puente no cumple la condicién hi-
drdulica impuesta por el problema.
E igualmente se cumplen todas las demis definiciones
dadas en el epigrafe 2, por ejemplo:
(1, X2) c. G_ <= G, (x1, x2) > 0
Denotemos por:
Py (1) = Pa ()] 0=ey € R

la evaluacién del polinomio P, (x) para un valor cualquiera
x:xle[Li,Lz]. o

Entonces, procederemos aqui al igual que procedimos en
el epigrafe 2.2. para encontrar el subconjunto G de emplaza-
mientos minimos (los que cumplen exactamente con la con-
dicién hidraulica del puente):

Fijemos x1 =L,
Reéolvemos la ecuacién:
Gn (x1,x) = Py (x1,x) — K= P, x) —Py(x1) —K=0
y como:
Pu(x)—KER

Resulta que ¢l polinomio G, (x1, x) difiere del polinomio
original, P, (x), sélo en el término independiente, por lo que
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puede considerarse como el polinomio P, (x) que se desplaza
verticalmente sobre el plano R*.

Procederemos asi para calcular x» a partir de a1, en vez
de despejar en la ecuacién G, (xi, x2) y obtener directamen-
te x2 como funcién de x; (tal y como hicimos en el desarrollo
teérico con la funcién: x: = D (x1) debido a la imposibilidad
de obtener en la practica una funcién implicita de x1 a par-
tir del polinomio

G, (.‘\Zx, ,\'2) = ¥, (XQ" — xx") T a7 (xg — xl)

Mas, nuestro proceder es valido y operativo, ya que el
nuevo polinomio G, (x1, x2) ¢s un desplazamiento vertical del
polinomio P, (x) estrictamente creciente en [Li, L:] y que
conocemos ¢l sub intervalo en que debe encontrarse la rafz x»
buscada y que no es otro que X2 = [Fa, Ls] C [I1, Le].

Por lo tanto, es posible obtener por métodos de conver-
gencia (ya que no existen métodos analiticos exactos para
calcular las raices de polinomios mayores de tercer grado)
el valor x2 € X2 correspondiente al valor x1 ¢ Xi.

De esta forma, y barriendo ‘el intervalo X; analogamente
a lo explicado en ¢l epigrafe 2.2, logramos el mismo resul-
tado que el buscado en el desarrolle tedrico del modelo, uti-
lizando la funcién: x» = D (x1) (ver anexo 1).

Calculando un ntmero suficiente de pares (x1,x2) G me-
diante el procedimiento anterior podemos:

a) Graficarla sobre el plano R? y encontrar la solucién
6ptima del puente trazando la tangente de pendiente 1
a la curva que pasa por estos puntos.

b) Ajustar, mediante el método de los minimos cuadra-
dos, la pardbola que pasa por los puntos dados, deri-
varla y resolver la ecuacién de la derivada igualada
a 1, tal y como se explicé en el epigrafe 2.3.

Hemos llegado entonces a la solucién buscada con sdélo
sustituir las funciones tedéricas desconocidas por funciones
empiricas, calculadas con los datos del problema, por el mé-
todo de los minimos cuadrados. Y esta es la mejor compro-
bacién de que el desarrollo teérico es correcto.
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No obstante, es necesario hacer notar que para los fines
préacticos o computacionales, el hecho de ajustar el polinomio
P, (x) a la sucesién de puntos dados por las cotas del cauce y
su integral de 4rea, perdemos precisién por bueno que sea
el ajuste. Y del mismo modo podemos expresarnos sobre la
parabola ajustada a la sucesién de puntos (x1, x2) € G del
inciso b) arriba explicado.

Por lo tanto, los valores numéricos obtenidos por este
método son aproximados. Se hallaran, eso si, muy cerca de
Jos valores encontrados utilizando el programa ANA, de em-
plazamiento 6ptimo de puentes, O cualquier otro esquema
de calculo tradicional. Y en muchos casos, las diferencias
numéricas entre los resultados tradicionales y los obtenidos
por este método han de ser tan pequefias que para los fines
constructivos puedan considerarse no significativas.

Es por esta razén que recomendamos el método grifico
para la resolucién del problema de optimizacién. Los redon-
deos ocasionados inevitablemente por el ajuste de las dos
curvas anteriores nos hacen perder alguna precision. Por lo
tanio, buscar el punto de tangencia por métodos graficos es
no solo mas rapido y menos elaborado matematicamente
hablando, sino que no se picrde mucha mas precisién que la
diluida en los ajustes.

Lo que si queda demostrado con este desarrollo es la
unicidad del emplazamiento 6ptino y la factibilidad de uti-
lizar el éptimo préctico hallado con el empleo del programa
ANA. La diferencia que pueda existir entre este ultimo y el
ontimo tedrico sera, constructivamente, insignificante por
encontrarse ambos en la region de tangencia y conllevar esto
una diferencia numeérica de algunos decimetros, a la suma,
en la longitud del puente.

4. EJEMPLO NUMERICO

A continuacién desarrollaremos completamente un ejem-
plo real siguiendo los esquemas de calculo descritos en el epi-
grafe 3. Obtendremos con ello una comprobacién de la teoria
desarrollada y una ilustracién del procedimiento de calculo.
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4.1. Proyecto: Ferrocarril Central. Rio Calabazas.
Sancti-Spiritus, Cuba

Datos del problema:

Ly = 48,2 extremo izquierdo del cauce

F, — 69,5 abscisa izquierda del cauce central.
F2=179,0 abscisa derecha del cauce central
L: = 90,12 extremo derecho del cauce

K = 188 m* condicién hidraulica del puente.

Resultado del emplazamiento del puente, segin el pro-

grama ANA de nuestro Departamento de Computacién:

Abscisa izquierda x1 = 56,93
Abscisa derecha X2 = 86,64
Longitud del puente x2 — x; = 29,71

Trasladamos estos datos al modelo de optimizacién:

Hallar ¢l minimo de la funcién: M (X) = x2 — x1 sujeto

a las restricciones: _
1-A : x1 > 482 2-A 1 x2 2790
1-B : x1 €695 2-B : x2<90,12

Deduciremos la 3ra. restriccién mas adelante.

TABLA I-A
Datos de campo y estimaciones por el polinomio P, (X)

Estacién Area Area estimada
- 48,2 0,00 —0,08

49,5 0,49 0,69

52,5 4,19 4,28

57,0 16,25 16,07

60,0 29,58 28,85

63,5 49,60 48,61

68,0 7720 80,20

69,5 86,73 91.76

72,0 104,43 111,56

72,5 132,50 115,54

79,0 160,14 164,39

82,0 181,97 182,89

84,5 196,87 195,34

89,0 - 211,33 ) 210,24

90,5 212,31 213,19
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Comenzaremos tomando los datos topograficos del terre-
no que aparecen en la tabla I-A: Estacién y suma de érea
correspondientes para 15 puntos topograficos.

Para estos 15 puntos se ajusté un polinomio de grado
nueve. ‘

Los valores numéricos de los coeficientes a; 0<i<9
de este polinomio, asi como las estimaciones que €n él se

obtuvieron de las sumas de areas en las 15 estaciones dadas
como dato, aparecen en la tabla I-B.

TABLA I-B

Coeficientes del polinomio P, (X) de aproximacion

alfa (0) = — 0,16899 E + 04
(1) = 010715 E + 03
@) = — 017697 E + 01
(3) = — 0,14888 E — 01
@) = 059798 E — 03
(5) = — 0,15439 E — 05
6) = — 073245 E — 07
() = 080559 E — 09
(8) = — 034200 E — 11
© = 063139 E — 14

 Observemos cémo las estimaciones de.las sumas de area
en cada estacién coinciden practicamente con el valor dado
salvo para los valores incluidos en, o muy préximos a, el
cauce central. Estos valores no nos interesan por no poder
emplazarse el puente entre estas abscisas, puesto que violan
el cauce central; o sea, las restricciones I-B, 2-A.

Con este polinomio de noveno grado utilizamos el esque-
ma de calculo que aparcce en el anexo 1y obtenemos los
puntos (x1,x2) € G mas préximos a, o que estan sobre G (la
curva de los emplazamientos minimos para cada abscisa del
cauce). :

Estos puntos aparccen en la tabla II y represcnlan para
nosotros la restricciéon 3, teéricamente expresada por la ecua-
cion (xz = D (x1).
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Para obtener la solucién grafica del problema de opti-
mizacion, graficamos los puntos de la tabla II (figura 3) y
trazamos con el curvigrafo la curva que los relaciona. La
solucion se encuentra cn el punto de tangencia de esta curva
con la recta de pendiente 1 (ver [figura 3).

TABLA II
El cauce ha sido barrido

Coordenadas de los emplazamientos posib,les'f

Abscisa  Abscisa _ Abscisa Abscisa
izquierda derecha T izquierda derecha
48,20 83,00 s 53,80 84,40
4840 . 8300 54,00 84,50
48,60 83,00 ' 54,20 84,60
48,80 83,00 54,40 84,70
49,00 83,00 54,60 84,80
49,20 83,10 54,80 84,90
49,40 83,10 55,00 85,10
49,60 8310 . 55,20 85,20
498 83,10 55,40 85,30
50,00 83,20 55,60 85,50
50,20 83,20 55,80 85,60
50,40 83,30 56,00 85,80
50,60 83,30 56,20 86,00
50,80 83,30 56,40 86,10

51,00 83,40 56,60 86,30 s
51,20 83,40 56,80 86,50
T 51,40 83,50 57,00 86,70
51,60 83,50 57,20 87,00
51,80 83,60 57,40 87,20
52,00 83,70 57,60 87,40
152,20 83,70 57,80 87,70
52,40 83,80 58,00 88,00
52,60 83,90 58,20 88,30
52,80 83,90 58,40 88,60
53,00 84,00 58,60 89,00
53,20 84,10 58,80 89,40
53,40 84,20 59,00 89,80
53,60 84,30 59,20 90,30
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Fig. 3. Plano de emplazamiento 6ptimo de puentes utilizando el método de programacién no lineal.

Los resultados obtenidos fueron:

Abscisa izquicrda: X1 = 56,7
Abscisa derecha: x: = 86,5
Longitud de puente: x: — x1=29,8m.
Para obtener la solucién analitica del problema de op-

timizacién, ajustamos una pardbola a los puntos dados en
Ja Tabla II por los minimos cuadrados, y obtencmos la

ecuacion:

f (1) = Paxa® + Brxa + fo =10

donde:
B = 0,0696212
By = —6,89431
B¢ = 253,856

Como la condicién de la tangencia es:
f(x) =2Bxi + =1

tenemaos:

2

1=
51 =~ = 56,694728

Entonces:
x2 == f(x1) = 86,767548

Y los resultados obtenidos son:

Abscisa izquierda: x1 = 56,69
Abscisa derecha: x2 = 86,76
long. x2 — x1 = 30,07 m.

Comprobando la solucién analitica sobre las estaciones
del terreno, interpolando linealmente para obtener la suma
del area correspondiente a las abscisas de los estribos del

puente:

Estacion Area
56,69 15,31
86,76 204,13

P (x:, x») = 188,82 cumple la condicién hidraulica.
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Hemos visto como los resultados obtenidos se encuen-
tran muy cercanos al obtenido mediante ¢l programa ANA,
c6mo cumplen la condicién hidraulica del problema y cémo,
de acuerdo con el enfoque tedrico, este emplazamiento es
Sptimo, o sea, no existe otro emplazamiento en otra posicion
diferente que arroje un puente de longitud menor. Luego
hemos alcanzado todos los objetivos planteados al inicio de
nuestro trabajo.

Emplazamiento Xy Xg Ko~ Xy
Programa ANA 56,93 86,64 29,71
Método grafico 56,7 86,5 29,8
Método analitico 56,69 86,76 30,07

5. COBERTURA

Pensamos que los resultados de nuestro trabajo pueden
extenderse a cualquier tipo de cauce, aunque por el caracter
matematico de este estitddio no hemos pretendido, ni pode-
mos hacer un analisis exhaustivo de casos de puentes.

Trataremos de generalizar el problema de optimizacién
considerando dos casos de cauce mas complejos.

5.1. Casos de cauces multiples

Este es el caso nas sencillo, ya que puede desglosarse en
tantos sub-casos como cauces tnicos lo compongan, y tratar
entonces cada sub-caso independientemente para obtener asi
varios resultados parciales.

Con ellos es cuestion de un andlisis técnico, por parte.
del ingeniero, para ver si la mejor solucién consiste en cons-
truir un puente Unico que abarque todos los cauces o hacer
varios puentes individuales.

De todas formas, a los efectos de la materia que trata
este estudio, las herramientas propuestas siguen consideran-
dose utiles y validas, y la teoria desarrollada en los epigra-
fes anteriores consistente.
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5.2. Cauces irregulares

Consideremos un cauce irregular como el que aparece en
la figura 4, cuya funcién teorica F (x), integral de area, tam-
bién aparece en dicha figura.

Supongamos que el drea necesaria K impuesta por las
condiciones hidraulicas del problema sea tal que existan
dos emplazamientos 6ptimos en dos posiciones distintas del
cauce:

e emplazamiento:  x; = Pi; X2 =P/
2¢0. emplazamiento: xi1 = Ps; x2= Py

Por lo tanto, se cumple que

P;:' - P2 = Pll - Pl
con G, (P2, PX) =G, (P, P\)=0
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Entonces, como puede apreciarse en la figura 5, la quinta
restriccién tedrica, que viene-dada por la funcién x2 = D (x1),
tendria una forma sinuosa con la que obtendriamos dos
puntos de tangencia con la recta M (X). Este resultado es
consistente con el modelo teérico descrito en el epigrafe 2,
pues nos encontramos' en el caso de mas de una solucién
6ptima. A los efectos del desarrollo practico obtendremos
un ajuste muy malo en la parabola que nos da la aproxima-
cién empirica de la 3¢ restriccién tedrica: x2== D (x1).

Esto nos dice que un polinomio de 2¢ grado no es sufi-
ciente para obtener una aproximacién de dicha funcién y
que debemos ajustar a un polinomio de mayor grado. Al
aumentar convenientemente el grado de esta funcién obten-
dremos los resultados esperados. Esto para el desarrollo
analitico.

Para la solucién grafica el resultado es inmediato, al
plotear sobre el plano los puntos obtenidos por el esquema
de calculo dado en ¢l Anexo 1. Cuando tracemos con el cur-
vigrafo la funcién que describen estos puntos y tracemos
la recta, tangente a ella y de pendiente 1 (funcién M (X),




coM CLAVE
. N — Grado del polinomio
N, 2 BN Hx, 3 ) . . .
r K 0<iEN J — Coeficientes del polinomio.
Lo L. Dy F. F. — Abscisas izq. y derecha
W del cauce central
b x K ~ Cond. hidraulica
) X, ... .bD:~ llznqcrinzjccr;gzhd‘e las abscisas
- . X. = Abscisa 1zq. wicial
Calcula L. - Abscisa extrema derecha
@E ‘ P.(«l\’:l. P.AF
[ PaEy —1Pax) = H | .

ANEXO"No 1
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veremos gue existen dos puntos de tangencia y no uno, como
en el ejemplo presente.

El caso que hemos descrito es el critico y no el usual;
consideremos entonces ¢l mismo cauce de la figura 4, supo-
niendo esta vez:

P/ — Py < Py — Py
Gu (1)2, PB’) ey 0
Gn (Px, le) =0

vale decir que el 2do. emplazamiento es un 6ptimo local (6p-
timo para una sub-zona del cauce), mientras que el ler. em-
plazamiento es un 6ptimo global (éptimo absoluto; que no
existe otro emplazamiento que dé un puente de longitud
minima).

Entonces la tercera restriccién xz = D (x;) toma la forma
descrita en la figura 6, donde el punto (P2, Py) es un 6ptimo
local, mientras que (Pi, P1") es el emplazamiento. 6ptimo del
puente u 6ptimo global.

Esta es una de las implicaciones mas fuertes de este ira-
bajo: podemos ser capaces de distinguir el 6ptimo global,
o el mejor emplazamiento del puente de los éptimos locales
o emplazamientos minimos relativos a una parte del cauce.

Y esta situacién es susceptible de darse cuando el cauce
es amplio e irregular y surgen una serie de emplazamientos
minimos en distintos puntos del mismo, de entre los cuales
se desce escoger el mejor

Con esta casuistica queda incluido en nuestro desarrollo
teérico el segundo caso.

6. RECONOCIMIENTOS

Dado el caracter matematico del presente andlisis y nues-
tro desconocimiento del extenso campo de la ingenieria vial,
agradecemos en primer lugar al Ing. José A. Ruiz, jefe del
Departamento de Computacién del Grupo Vial Nacional, su
asesoramiento en todas las cuestiones técnicas del mismo,
asf como la paciencia con que nos explicé los fundamentos

225




TR —————

o182 B o e o o o e S T e S T T T T T

q
i
R

Pp=Fy .
Y

150

3.0

ABSC 20,
O MANADANA EIMLAZARENTO OPTINMO

t
4
1
£
=
S
u
%}
q
H
P
ut
19
el
xlg




elementales del emplazamiento de puentes. Sin esta coope-
racién, que demostré una vez mas las ventajas del trabajo
en conjunto sobre la investigacion aislada, nos hubiera sido
imposible realizar este estudio.
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Agradecemos igualmente al MC. Jesus Crespo, profesor
del Departamento de Matematica de la Universidad de La
Habana, sus sugerencias y sus acotaciones al presente tra-
bajo, asi como la revision final del mismo.

También queremos expresar agradecimiento a nuestros
corupaiieros del Grupo Vial Nacional —ingenieros, progra-
madores y dibujantes— quienes de una forma u otra, con
sus aportaciones, sus consejos y sus estimulos, cooperaron
en este trabajo y nos alentaron a realizarlo.
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